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Se X e Y sdo espagos topolégicos quaisquer, o grafico

de uma fungéo f : X — Y é o conjunto

G(f) ={(x f(x)) : x € X}

munido da topologia de subconjunto de X x Y.

Observe que a aplicagdo f : X — Y é continua
se, e somente se, a projecdo da primeira coordenada
P:G(f) = X,emque P(x, f(x)) = x, 6 um homeomor-
fismo. Em particular, se a fungdo f é continua, entdo o
seu dominio é homeomorfo ao seu gréfico.

A reciproca da ultima afirmacdo é falsa. Num con-
texto geral, encontrar exemplos de aplicagdes desconti-
nuas tal que seu dominio é homeomorfo ao seu grafico
ndo é dificil. Na procura de um exemplo “simples” em
que o dominio e o contradominio sdo subconjuntos de
R" (com topologia usual), podemos usar o seguinte re-
sultado:

Seja X um espago topoldgico. Se g : X — X é uma bijegio
continua com inversa descontinua, toma-se f = g_l. Apesar

de f ser descontinua, a aplicagio

rP: G(f)— X
(x, f(x)) = f(x)

¢ um homeomorfismo.

Ou seja, todo exemplo de bijecdo continua de um es-
pago topoldgico em si mesmo com inversa descontinua
nos proporciona um exemplo de aplicagdo descontinua

com dominio homeomorfo ao gréfico.

1O autor era aluno de graduagio da UnB, quando submeteu esta
nota, e agora é aluno do Programa Interuniversitario de Doutora-

mento em Matemédtica UC/UP, em Portugal.
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Lembre-se que, se X e Y sdo espacos topoldgicos,
uma aplicagdo f : X — Y é um homeomorfismo se,
e somente se, f : X — Y é uma bije¢do continua aberta.
Este texto apresenta uma breve discussdo sobre bije¢des
continuas, incluindo uma forma de se construir, par-
tindo de dois espagos ndo homeomorfos, um par (X, f)
em que X é um espago topolégicoe f : X — X é um

bijegdo continua néo aberta.

Espacos reversiveis

Se X e Y sdo espacgos topologicos ndo homeomorfos, é
evidente que toda bijecdo continua f : X — Y possui
inversa descontinua. Entdo encontrar exemplos de bi-
jecdes continuas ndo-abertas de X em Y é, neste caso,
equivalente a encontrar bije¢cdes continuas de um es-
pago no outro. O exemplo classico disso é a aplicagdo
E:[0,1) — S, em que E(x) = ¢?™*. De forma geral,
se T e t sdo topologias para um conjunto Y segue que a
aplicagdo identidade id : (Y,t) — (Y, T) é continua ndo
aberta se, e somente se, T é estritamente menos fina que
t. Em particular, se X e Y tém mesma cardinalidade,
com X discreto e Y ndo discreto, segue que qualquer bi-
jecdo com dominio em X e contradominio em Y é uma
aplicagdo continua néo aberta.

Encontrar bije¢des continuas ndo abertas com con-
tradominio igual ao dominio também nao é tdo dificil.
Por exemplo, se X = Q com topologia {Q,?, P}, em
que P é conjunto dos niimeros inteiros pares. Define-

X

seT : X — X, emque T(x) = 5. Tem-se que T é
continua, mas T(P) ndo é aberto. Outro exemplo é mu-
nindo Z da topologia em que os abertos sdo os conjun-
tos {x € Z: x <a}, para cada a < 0 inteiro. Assim, a
funcdo Ty : Z — Z, T1(k) = k+ 1 é continua bijetiva,
mas T; ({x € Z : x < 0}) ndo é aberto.

Note que nem todo espago topoldgico admite uma



bijecdo continua ndo aberta de si em si mesmo. Por
exemplo, todo espago Hausdorff compacto K nédo ad-
mite uma bijegdo continua ndo aberta de K em K, pois
toda bijecdo continua de K em K, neste caso, é um ho-
meomorfismo.

Um espago X tal que toda bijegdo continua f : X —
X é um homeomorfismo é chamado de espago reversi-
vel (evidentemente uma propriedade topoldgica de X).
Essa definigdo de espago reversivel pode ser encontrada
numa versdo equivalente em [7].

Como observado, sabemos que todo espaco Haus-
dorff compacto é reversivel. Temos, também, que to-
dos os espagos discretos sdo reversiveis, uma vez que
bije¢des entre espagos discretos sdo homeomorfismos.

Espacos T; finitos sdo discretos e, portanto, sdo rever-
siveis. De forma mais geral, espagos finitos sdo todos
reversiveis. Para verificar isso, basta ver que se X é um
espago de cardinalidade n e f : X — X é uma bijecdo
continua entio a iterada f™~! é a inversa de f e, como
f é continua, entdo f™~! é continua, de onde segue que
f é homeomorfismo.

Com argumento parecido, podemos provar que se
um espago topoldgico tem um nimero finito de com-
ponentes conexas todas reversiveis entdo ele é reversi-
vel. Com efeito, qualquer bijegdo f continua dele nele
mesmo induz uma bije¢do entre as componentes cone-
xas. Portanto, j4 que as componentes conexas sao re-
versiveis, segue que " é um homeomorfismo de cada
componente conexa nela mesmo. Como as componen-
tes conexas formam uma particdo finita do espago por
fechados, segue que f™ é um homeomorfismo. De onde
temos que f~! = f~(") o f"'~1 & composicdo de aplica-
¢Oes continuas.

Um exemplo importante de espago reversivel é o pro-
prio R". Esse resultado pode ser tomado como con-
sequéncia do famoso teorema de Jordan que diz que o
complementar da imagem de uma esfera S"~! por uma
aplicagdo continua injetiva | : S"~! — R" possui duas
componentes conexas, uma limitada e outra ilimitada
(ver [6]).

Teorema. Toda bijecio continua R* — IR" é um homeo-

morfismo. Ou seja, o espago R" é reversivel.

Demonstragio. Seja f : R" — R" uma bijegdo continua.
Para provar que f é aberta, basta provar que imagem
de qualquer bola aberta é aberta.

Dada uma bola aberta B,(a) de centro a e raio r em
R", toma-se a esfera A = S,(a) centrada em a e com
raio r. Pelo teorema de Jordan mencionado anterior-
mente, o complementar de f(A) é formado por duas
componentes conexas (uma limitada e outra ilimitada).

Argumentamos que essas componentes conexas sao
abertas em R”. Em primeiro lugar, é imediato que es-
sas componentes sdo abertas fechadas em R" \ f(A).
Mais ainda, como f(A) é compacto (por ser imagem de
compacto por uma aplicagdo continua), entdo f(A) é
fechado em R". Dai segue que R" \ f(A) é aberto em
R". Como as componentes conexas de R" \ f(A) sdo
abertas em R" \ f(A), segue que elas sdo abertas em
R" também.

Fazendo uma restricdo da aplicacdo f, temos que
f:R"\ A — R"\ f(A) é uma aplicac¢do continua bi-
jetiva. Além disso, R" \ A é formado por duas com-
ponentes conexas: B,(a) e R" \ Br(a). Logo, temos
uma bijecdo continua de um dominio formado por duas
componentes conexas num contradominio formado por
duas componentes conexas.

Argumentamos a seguir que, nessas condigdes, a
imagem de uma componente conexa no dominio é uma
componente conexa no contradominio. Temos que a
imagem de cada uma dessas componentes conexas do
dominio estd contida em alguma das outras componen-
tes conexas, pois imagem por aplicagdo continua de co-
nexo é conexa. Nao poderiamos ter a imagem das duas
componentes conexas numa tinica componente conexa,
pois isso contrariaria a bijetividade. Logo f(Br(a)) esta
contida numa das componentes conexas, digamos Cj,
e f(R"\ B,(a)) na outra componente conexa, digamos
Cy. Se a inclusdo f(B,(a)) C C; fosse propria, teriamos
contradigdo com a bijetividade. Logo f(B,(a)) = C;.

Como as componentes conexas de R"\ f(A) sdo
abertas, ficou provado que a imagem da bola aberta é

aberta. Portanto f é homeomorfismo. O
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Espacos nao reversiveis

Agora apresentamos uma forma facil de se construir es-
pacos ndo reversiveis. A ideia foi apelar para uma outra
situacdo mais facil: encontrar bije¢des continuas entre
dois espagos ndo homeomorfos.

Sejam Y, W espacos tais que existe uma bijecdo con-
tinua ndo aberta ¢ : W — Y. O espaco X reversivel
construido a partir desses dois espagos é uma reunido
disjunta (infinita) enumeravel de cépias (homeomorfas)
a Y unida com uma reunido disjunta (infinita) enume-
rével de copias (homeomorfas) a W. Ou seja, a reunido

disjunta

Xx=1UY u(U Wk)

jEN* keN*

com a topologia de unido disjunta?, em que W; = W,
Wy é homeomorfo a W, paratodok > 2,Y; =Ye Y] é
homeomorfo a Y, para todo j > 2.

Sejam Hy : Wy 1 — Wi e G : Yy — Yj 1 homeomor-
fismos. Para mostrar que X ndo é reversivel, definimos
a bijecdo continua nédo aberta R : X — X do conjunto
X tal que R|w,,, = Hi e R|y, = Gy, parak € IN*, e tal
que R|w, = ¢. Pelo fato de ¢ ndo ser aberta, segue que
R n3o é aberta. Abaixo, é ilustrada a defini¢do de R em

cada “parte”:
B w B, B Ay, 9y, By, B

De forma mais explicita, podemos fazer a seguinte
construgdo: se Y e W sdo espagos ndo homeomorfos
W — Y,

tomam-se as familias de espagos F; = {Y x {k} }, o

tais que existe uma bijecdo continua ¢

e b = {Wx {—k}};cn+- Define-se, entdo, X como

sendo a unido disjunta

Xx= U z

ZeFUF,

em que X estd munido da topologia da unido disjunta.

2 A topologia de uniéo disjunta é resultado da “soma” ou coproduto

de espagos topoldgicos: ver [5].

24 Matematica Universitaria n° 48/49

Resta provar que X é, de fato, ndo reversivel. Para

cada k € IN*, definem-se os homeomorfismos

Hi: Y x {k} — Y x {k+1}
(v, k) — (v, k+1)

G : Wx {-k—1} — W x {—k}
(w,—k —1) — (w, —k),

para k € IN*, e define-se R : X — X tal que

R(w,—1) = (¢(w),1), Vw € W
R(x) = Gg(x),Vx e Wx {—k—1}
R(x) = Hig(x), Vx € Y x {k},

para todo k € IN*.

Fica facil verificar que R estad bem definida e que ela
é uma bije¢do continua: de fato, ela é continua em cada
parte aberta-fechada disjunta que compde a unido dis-
junta. Mas, como ¢ é bijecdo continua nédo aberta, existe
um aberto U C W tal que ¢(U) ndo é aberto em Y.
Portanto R(U x {—1}) = ¢(U) x {1} ndo é aberto em
Y x {1}, de onde segue que ndo é aberto em X. Ou seja,
obtivemos um espago X e uma aplicagdo continua bije-
tiva ndo aberta R : X — X. Dessa forma, conseguimos

um espago néo reversivel.

Observe que esse método s6 fornece exemplos de es-
pagos ndo reversiveis com um nimero infinito de com-
ponentes conexas, as quais podem ser reversiveis de-

pendendo dos espacos usados para a construgao.

Exemplos em R”

Voltemos a considerar a aplicacéo ¢ : [0,1) — S!,
em que ¢(x) = e?™*. E fécil verificar que essa apli-
cacdo é uma bijecdo continua e, como os dois espagos
ndo sdo homeomorfos, segue que nédo é aberta. Assim,
basta construir o exemplo como o descrito, tomando
W=[01)eY =S



: > R3
S

Figura 1: Subespago topoldgico de R® ndo reversivel

construido com cépias de S' e [0,1).

Para que X seja um subconjunto de IR?, tomamos, de
fato, W = {0} x [0,1) e Y = S! como subconjuntos de

R? e definimos

X= U vryx{r|u ( U Wx{—k})
jeIN* keIN*

como um subconjunto de R} = RZxR. E, depois,
define-se R : X — X como foi definido na se¢do acima
(ver Figura 1). Temos, entdo, que X é um subespago
(topoldgico) de IR® nao reversivel e R é um exemplo de
bijecdo continua ndo aberta de X em X. Por fim, como
foi observado no inicio, esse exemplo proporciona um
exemplo de fungdo descontinua T = R~! com dominio
homeomorfo ao grafico de T.

No entanto ndo é necessério que o conjunto seja cons-
truido em R3. Na verdade, os produtos W x {—k} e

Y x {k} foram necessarios apenas para a construir uma

reunido disjunta (com a topologia disjunta) de copias
do espago. E, portanto, o exemplo apresentado é equi-
valente ao exemplo ilustrado na Figura 2.

Usando o método descrito na segdo anterior, pode-
mos construir varios exemplos de espagos ndo rever-
siveis em R", bastando encontrar um par de espagos
X,Y C R" ndo homeomorfos tais que exista bijecdo
continua X — Y. Um outro exemplo simples e interes-
sante que pode ser destacado de espaco ndo reversivel
em IR? é usando Z e Q. Por Z ser discreto, qualquer bi-
jecdo entre Z e Q é uma aplicacdo continua nédo aberta.
Partindo de uma bijegdo ¢ : Z — Q, usamos o mesmo
procedimento para construir o exemplo de espago (enu-
meréavel) nio reversivel em R?.

Por fim, é razodvel citar um exemplo na reta. Usando
a mesma ideia da construcéo a partir de Z e Q, toma-

mos os conjuntos discretos disjuntos

W= {—k+m™ :me N\ {1}}

Figura 2: Subespago topolégico de R? nio reversivel

construido com copias de S' e [0,1).
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(que sdo coépias de Wj) e os conjuntos ndo discretos
Ye = {k+m™':meN*\{1}} U {k}. Qualquer bi-
jecdo ¢ : Wy — Y7 é uma aplicacdo continua nédo aberta

e, portanto,

x=(ym)e(ym)

é um subespaco topolégico ndo reversivel de IR.

Shift

Para finalizar, serd apresentada uma outra maneira de
se construir espacos ndo reversiveis partindo-se de uma
bijecdo continua entre espacos ndo homeomorfos. Essa
maneira ndo é ttil para encontrar exemplos em R”, por
usar produtos enumeraveis de espagos, mas a cons-
trucdo final é de certa forma parecida com a constru-
¢do anterior: usamos a aplicagdo denominada “shift”,
muito comum na teoria de sistemas dindmicos. Se te-
mos que W ndo é homeomorfo a Y e existe uma bije-
¢do continua ¢ : W — Y, podemos tomar o espaco
X=---WxWxYxYx---.0Ouseja,

X=1]I

kez

emque J; = Wparai <0,eJ; =Y parai > 0. Define-

se, entdo, em X, a aplicacdao

T: X —X

(«--,x_1,%0, X1, ) —> (- ,x_2,x21,9(x0),- ).

E facil verificar que essa aplicacdo T é uma bijegdo con-
tinua ndo aberta e, portanto, X é um espaco nao rever-

sivel.

N
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